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Εθθωνήζεης 
 

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2 2ι
f x x ln x x , ι

2
    . 

α) Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ ι , ηζρύεη  
ι

f x , γηα θάζε x 0
2

   . 

β) Να βξείηε ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο f. 

γ) Να βξείηε ηελ κεγαιύηεξε ηηκή ηνπ ι ώζηε   
3e

f x
2

  . 

δ) Γηα ι=4,  

    i) Να απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ      2 2ι
g x x ln x θαη h x x

2
       

      έρνπλ δπν αθξηβώο θνηλέο  εθαπηόκελεο . 

    ii) Να βξείηε ηελ αληίζηξνθε ηεο ζπλάξηεζεο    

x 1

2

e 3 , x 1

x f x
, x 1

x

  


  




. 

    iii) Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε 
1θ h

  

    iv) Να βξείηε ην όξην 
  1

x
2x 0

g x
lim εκ e

x





  
   

  

  

 

 

2. Έζησ ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην [0,ln2] γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 
2x x 2x xf (́x)(e 3e 2) f (x)(2e 3e ) (1)     

α) Να δείμεηε όηη f (0)f (ln2) 0  
β) Να δείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε  

    ηεηκεκέλε 
0x (0,ln2) . 

γ) Αλ 
2x x 2x x

2x x

f (x)
f (́x)(e 3e 2) f (x)(2e 3e ) (2)λαδεηρζείόηη εζπλάξηεζε h(x)

e 3e 2
    

 
 

   x (0,ln2) είλαη 1 1  . 

 

 

3. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f x x εκx   θαη  g x ζπλx x 1, x     . 

α) Να κειεηήζεηε ηηο ζπλαξηήζεηο  f , g σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξείηε ην πξόζεκό  

     ηνπο. 

β) Να ιύζεηε  ηελ εμίζσζε 2x 1 ζπλx εκx   . 

γ) Να δείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δέρεηαη κνλαδηθή εθαπηνκέλε ζην δηάζηεκα  π,2π  πνπ λα  

    δηέξρεηαη από ην ζεκείν  Α 0,1 .  

δ) Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 

 x 0

g x
lim

f x
 . 

ε) Να δείμεηε όηη    ζπλ x 1 εκ x 1 εκx ζπλx      γηα θάζε  x 0,π 1   . 

ζη) Να δείμεηε όηη    
1

f x εθx x
2

   γηα θάζε 
π

x 0,
2

 
 
 

. 

δ) Έζησ ε ζπλάξηεζε      k x x f x , x 0,π   . 

   i. Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ άπεηξεο εθαπηνκέλεο ηεο 
fC κε αληίζεηεο θιίζεηο. 

  ii. Να απνδείμεηε όια ηα δεύγε ησλ εθαπηνκέλσλ κε αληίζεηε θιίζε ζρεκαηίδνπλ κε ηνλ άμνλα x΄x  

      ηζνζθειέο ηξίγσλν.  
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ε) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε     2x g x x 4f x x 1     έρεη αθξηβώο κία ξίδα ζην δηάζηεκα 
π π

,
2 2

 
 
 

. 

 

 

4. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x ln x  ,      x x 1 ln x xln x 1g    θαη  β x x eln x   .  

α) Να βξείηε ηελ κνλνηνλία θαη ην πξόζεκν ηεο ζπλάξηεζεο β.  

β) Να απνδείμεηε όηη ε  g x 0  έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  2,e . 

γ)  Να βξείηε ην  
x
lim g x


 . 

δ) Να βξείηε ηελ κνλνηνλία ηεο  g x θαη  ην πξόζεκό ηεο.  

ε) Έζησ  Α x,ln x  θαη   x 1,ln x 1Β    δύν ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f κε 

x e . Να δείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΟΑΒ κε Ο(0,0) είλαη    
1

Δ x g x
2

  θαη λα βξείηε ηελ 

ειάρηζηε ηηκή ηνπ. 

 

 

5. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x ln x 4x   . 

α) i) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

    ii) Να δείμεηε όηη 2 2 xx 4x ln x 4e    . 

β) i)   Να εμεηάζεηε ηηο f , f   σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

    ii)  Να δείμεηε όηη 
2 2 2 2β β lnα α α lnβ   γηα θάζε 

3

2e β α  .        

    iii) Να δείμεηε όηη e xx e γηα θάζε x 0. γηα θάζε x 0.    

γ) Να βξείηε ηηο εθαπηόκελεο ηεο  fC  , νη νπνίεο δηέξρνληαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ . 

δ) Nα δείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο 1f     ζην ζεκείν ηεο κε ηεηκεκέλε  

    -4 κε δεδνκέλν όηη ε 1f   είλαη  παξαγσγίζηκε. 

ε)   Να δείμεηε όηη 
 

x e

f ln x 4 4
lim

x e e


 


   

ζη) Να δείμεηε όηη ππάξρεη 0x (0,1) ηέηνην ώζηε  0f x 0 . 

δ)   Να δείμεηε όηη ε fC  δέρεηαη εθαπηνκέλε παξάιιειε ζηελ επζεία  δ: 
5 4e

y x
e 1





. 

ε)  Να δείμεηε όηη ππάξρνπλ  1 2 1 2x ,x 1,e κε x x   ηέηνηα, ώζηε    1 2

10 8e
f x f x

e 1


  


. 

ζ)  Αλ γηα ηελ παξαγσγίζηκε  ζπλάξηεζε  h : 1,2 
 
ηζρύεη  

       h x 1   γηα θάζε  x 1,2  ,  

       
 

 
2

x 1

ln x f x 2x
lim h 1

x 1

 
 


 θαη  

     
  
 

 
x

3 f x 4x 4ln x 5
lim h 2 1

f x 4x ln x 2

  
 

  
 ,  

λα δείμεηε όηη   h x x  ,  x 1,2  εθαξκόδνληαο ην ΘΜΤ γηα ηελ h ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  

   1,x , x,2 ,1 x 2  .  

 

6. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
3

3

x,x 0
f x

x,x 0

 
 

  

  

α) Να εμεηάζεηε ηελ f σο πξνο ηελ  κνλνηνλία θαη λα δείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη. 

β) Να βξείηε ηελ αληίζηξνθε ηεο ζπλάξηεζεο f. 
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           Αλ είλαη  1 3f x x   κε x  ηόηε: 

γ) Να βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο fC  γηα 
1

x
3 3

  θαη αθνύ δείμεηε όηη έρεη εμίζσζε    
2

y x
3 3

   λα  

    δείμεηε όηη εθάπηεηαη θαη ζηελ 1f
C  . 

δ) Αλ ζεκείν  Μ x,y θηλείηαη πάσ ζηε ζπλάξηεζε    g x xf x   κε  x t 0   θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  

    δηέξρεηαη από ην ζεκείν  (0,0). Να βξείηε ζε πνην ζεκείν ηεο gC  ε ηαρύηεηα απνκάθξπλζεο ηνπ Μ από  

    ηνλ x΄x  κεδελίδεηαη. 

 

 

7. Έζησ κεηαβιεηό ΑΒΓ ηξίγσλν εγγεγξακκέλν ζε εκηθύθιην 

δηακέηξνπ ΒΓ= 4. Αλ ΑΓ= x θαη ΑΓ ην ύςνο ηνπ, κε ηελ 

βνήζεηα ησλ νκνίσλ ηξηγώλσλ ΑΓΓ θαη ΑΒΓ λα δείμεηε όηη:  

α) ΓΓ=
2x

4
    

β) Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ ύςνπο ΑΓ σο πξνο ηελ      

   πιεπξά ΑΓ, όηαλ ε γσλία 
π

AΓΓ
3

 . 

γ) Nα δείμεηε όηη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  είλαη ηζνζθειέο  όηαλ ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ ύςνπο ΑΓ σο  

   πξνο ηελ πιεπξά ΑΓ κεδελίδεηαη.  

δ) Αλ  x x t
 
θαη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ  x t  είλαη  x t 2κ / sec  βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ  

   ύςνπο ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ x 1 κ.  

 

 

8. Έλα νξζνγώλην ηελ ρξνληθή ζηηγκή o o ot 0 έρεηκήθε πιεπξώλ x x(t ) 5cm θαη    

o oy y(t ) 3cm,από ηελ ρξνληθή ζηηγκή απηή θαηκεηάεπιεπξά x απμάλεηαηκεξπζκό  0,1cm / sec θαη ε 

πιεπξά y απμάλεηαη κε ξπζκό 0,2 cm/sec. 

α) Να  βξείηε ηε πεξίκεηξν θαη ην εκβαδό ηνπ νξζνγσλίνπ σο ζπλάξηεζε ηνπ t. 

β) Πνηό ρξνληθό δηάζηεκα ε πιεπξά x(t) είλαη κεγαιύηεξε από ηελ  πιεπξά  y(t); 

γ) Να βξείηε ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ην νξζνγώλην είλαη ηεηξάγσλν θαη λα ππνινγίζεηε ην  

    εκβαδό ηνπ ηεηξαγώλνπ. 

δ) Να ππνινγίζεηε σο ζπλάξηεζε ηνπ t ηελ αθηίλα ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ νξζνγσλίνπ θαη ζηε  

    ζπλέρεηα λα βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξζνγσλίνπ ηελ ρξνληθή ζηηγκή πνπ απηό  

    είλαη ηεηξάγσλν. 

 

 

9. Γύν δηάδξνκνη πιάηνπο 1m ηέκλνληαη θάζεηα.  

Θέινπκε λα κεηαθέξνπκε κία ζθάια ΑΒ από ηελ κία κεξηά ηνπ  

δηαδξόκνπ ζηελ άιιε, κε ηελ ζθάια λα ζρεκαηίδεη κε ηα επζύγξακκα  

ηκήκαηα ΟΔ θαη ΒΓ γσλία 0,
2

 
 

 
 , όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα α.  

(Υπνζέηνπκε όηη ην πάρνο ηεο ζθάιαο είλαη ακειεηέν θαη όηη θαηά ηελ  

θίλεζε ηεο παξακέλεη νξηδόληηα κε ην έδαθνο) 

    i) Να εθθξάζεηε ηα ΟΑ θαη ΟΒ ζπλαξηήζεη ηεο γσλίαο 
π

ζ 0,
2

 
 
 

 θαη  

        ζηε ζπλέρεηα λα δείμεηε όηη    
1 1

f ΑΒ , 0,
εκζ ζπλζ 2

 
     

 
. 

ii) Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f  έρεη κνλαδηθό θξίζηκν ζεκείν. 

iii) Να βξείηε ην κεγαιύηεξν δπλαηό κήθνο ηεο ζθάιαο ΑΒ, ώζηε λα κπνξεί λα κεηαθεξζεί θαη λα  

     ζηξίςεη ζηελ γσλία ηνπ δηαδξόκνπ όπσο ζην ζρήκα α. 

Σχήμα α 
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iv) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2 2

π
f ζ 2 2

4
g ζ ,ζ A

1 ζ ζπλ ζ

 
  

 
 

 
.  

Να δείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g δελ ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x. 

 

 

10. Γίλεηαη ηξεηο θνξέο  παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f :  . Αλ κία επζεία ε εθάπηεηαη ηεο γξαθηθήο          

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζηα ζεκεία ηεο      Α α,f α , Β β,f β κε α β  ,λα δείμεηε όηη ππάξρεη  

έλαο ηνπιάρηζηνλ αξηζκόο μ ηέηνηνο ώζηε    3
f μ 0 . 

 

 

11. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f ,g :  .Η f είλαη παξαγσγίζηκε θαη εθάπηεηαη ηεο επζείαο y x ζηελ  

αξρή ησλ αμόλσλ . Αλ    g x f x αx , α   , λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α. 

 

12. Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε g :   κε  
1

g μ 1 ,μ ,1
2

 
  

 
 θαη    g 1 g 0 2   . Να απνδείμεηε 

όηη ε g δελ είλαη ζπλάξηεζε 1-1. 

 

 

 

 

 

13. Έλα θηλεηό  θηλείηαη επζύγξακκα θαηά ηε ζεηηθή θνξά κε ζπλάξηεζε ζέζεο x(t).  Γίλεηαη όηη   ν 

ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηαρύηεηαο σο πξνο ηελ ζπλάξηεζε ζέζεο  είλαη 4sec
-1

 .  Να βξεζεί ε 

επηηάρπλζε θηλεηνύ ηε ζηηγκή πνπ ε ηαρύηεηά ηνπ είλαη 5m/sec. 
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Λύζεης 

 

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2 2ι
f x x ln x x , ι

2
    . 

α) Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ ι , ηζρύεη  
ι

f x , γηα θάζε x 0
2

   . 

β) Να βξείηε ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο f. 

γ) Να βξείηε ηελ κεγαιύηεξε ηηκή ηνπ ι ώζηε   
3e

f x
2

  . 

δ) Γηα ι = 4,  

    i) Να απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ    2 2ι
g x x ln x θαη h x x

2
       

      έρνπλ δπν αθξηβώο θνηλέο  εθαπηόκελεο . 

    ii) Να βξείηε ηελ αληίζηξνθε ηεο ζπλάξηεζεο    

x 1

2

e 3 , x 1

x f x
, x 1

x

  


  




. 

    iii) Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε 
1θ h

  

    iv) Να βξείηε ην όξην 
  1

x
2x 0

g x
lim εκ e

x





  
   

  

  

Λύζε 

 

 α)      
ι

Γηα θάζε x 0: f x f x f 1
2

      

     

 

 

 

ην 1 είλαη εζσηεξηθό ζην 0,

ε f παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην 1 θαη

ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 1 κε f ΄ x 2x ln x x ιx

άξα ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα Fermat f ΄ 1 0 ι 1.

 



   

  

 

 

β) Δίλαη    f ΄ x 2xln x x ιx x 2ln x 1 ι        

      
ι 1 ι 1

2 2f ΄ x 0 x e θαη f ΄ x 0 x e
 

       

   Γηα θάζε 
ι 1

2x e


  είλαη  f x 0   θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 
ι 1

20,e
 

 
 

, είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  

   ζην δηάζηεκα απηό. Γηα θάζε 
ι 1

2x e


  είλαη  f x 0   θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 
ι 1

2e ,
 


 
, είλαη  

   γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα απηό. 

   Άξα ε f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην 
ι 1 ι 1 ι 1

2 2
e

x e ην f e
2

   
   

 
. 

 

γ)       
3 3 ι 1 3e e e e

Γηα θάζε x 0, ηζρύεη f x min f x ι 4,
2 2 2 2



             άξα ι 4.  

 

δ) i) Έρνπκε    2 2g x x lnx,x 0 θαη h x 2x ,x    κε    g΄ x 2xln x x θαη h΄ x 4x   . 

      Έζησ όηη  ππάξρεη θνηλή εθαπηνκέλε ε θαη εθάπηεηαη ζηε  

          g hC ζην ζεκείν Α α,g α θαη ζηε C ζην ζεκείν Β β,h β  , ηόηε  
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              2 2ε :y g α g΄ α x α ε : y 2αlnα α x α lnα α ,α 0 1          θαη  

            2ε :y h β h΄ β x β ε : y 4βx 2β ,β 2        

      Οη 1, 2 ηαπηίδνληαη άξα    2 2 22αlnα α 4β 3 θαη α lnα α 2β 4      , νπόηε κε απαινηθή ηνπ β:  

      
2 2

1,2

2 11
4ln α 4lnα 7 0 , ζέηνπκε σ lnα : 4σ 4σ 7 0 σ

4


            . 

      Άξα ππάξρνπλ δύν θνηλέο εθαπηόκελεο ησλ g hC θαη C . 

 

   ii)  
x 1e 3 , x 1

θ x
ln x 2 , x 1

  
 

 
 .  Δίλαη      

x 1 x 1
lim θ x 2 lim θ x θ 1

  
    , νπόηε ε θ είλαη ζπλερήο ζην 1 

     θαη επεηδή είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα  ,1 θαη  1, σο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ,  

     είλαη ζπλερήο ζην . 

      Γηα    x 1 1
x 1 θ΄ x e 0 θαη γηα x 1 θ΄ x 0 θ 1 1

x

        1  . 

      Σην           1 1
x x 1

Γ ,1 ε θ είλαη ζπλερήο θαη άξα θ Γ lim θ x , lim θ x 3, 2
 

     1  . 

      Σην          2 2
x

Γ 1, ε θ είλαη ζπλερήο θαη άξα θ Γ θ 1 , lim θ x 2,


     


1 . 

      Άξα        1 2θ Α θ Γ θ Γ 3,    , νπόηε ε θ αληηζηξέθεηαη. 

      Γηα      x 1: θ x y x 1 ln y 3 , y 3, 2          

      Γηα    y 2x 1: θ x y x e , y 2,        

      Άξα  
   

 
1

x 2

1 ln x 3 , x 3, 2
θ x

e , x 2,





     
 

  

. 

 

  iii) Θα βξνύκε ην πεδίν νξηζκνύ  Α΄ ηεο 
1θ h

 : 

-     1 hΑ΄ x D / h x 3, 2        

-     2 hΑ΄ x D / h x 2,       

       Άξα Α΄= θαη         2h x 21 1 2x 2θ h x θ h x e e , x
      . 

   iv) 
  1

x
2x 0

g x
lim εκ e

x





  
   

  

=  
 1

x
1

x 0 x 0
x

εκ ln x
lim εκ ln x e lim 0 γηαηί

e
 



 

 
   

 
 

       
   x o

1 1 1 1 1 1

x x x x x x

εκ ln x εκ ln x1 1 1 1
,άξα ,

e e e e e e



    

1
σ

x

1 σσx 0
x

1 1
lim lim 0

e
e






   

     νπόηε ζύκθσλα κε ην θξηηήξην παξεκβνιήο ην όξην είλαη 0.  

 

 

2. Έζησ ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην [0,ln2] γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

     2x x 2x xf ΄ x e 3e 2 f x 2e 3e (1)     

α) Να δείμεηε όηη    f 0 f ln2 0
 

β) Να δείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε  

    ηεηκεκέλε  0x 0,ln2 . 

γ) Αλ        
 2x x 2x x

2x x

f x
f ΄ x e 3e 2 f x 2e 3e (2)λαδείμεηεόηη εζπλάξηεζε h x

e 3e 2
    

 
 

    x 0,ln2 είλαη 1 1  . 
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Λύζε 

 

α) Από ηε ζρέζε (1) έρνπκε γηα x = 0 : f (́0) (1 3 1 2) f (0) (2 3)         f (0) f (́0) 0 f (0) 0     . 

   Από ηε ζρέζε (1) παίξλνπκε γηα x = ln2 έρνπκε:    

   
2ln2 ln2 2ln2 ln2f (́ln2)(e 3e 2) f (ln2)(2e 3e ) f (́ln2)(4 6 2) 2f (ln2)          

   f (ln2) 0.Οπόηε: f (0) f (ln2) 0    
 

β)     Έζησ όηη f x 0 γηα θάζε x 0,ln2 

 

.    

   

2x x 2x x 2x x 2x x

2x x 2x x 2x x

2

2x x

(1) f (x)(2e 3e ) f (́x)(e 3e 2) 0 (e 3e 2)́ f (x) f (́x)(e 3e 2) 0

(e 3e 2)́ f (x) (e 3e 2)f (́x) e 3e 2
0 ( )́ 0

(f (x)) f (x)

e 3e 2
Έζησεζπλάξηεζε g(x) ,x [0,ln 2]

f (x)

Hgείλαη ζπλερήοζηνδηάζη

            

      
   

 
 

2x x 2x x

2

εκα[0,ln 2]σο πειίθνζπλερώλζπλαξηήζεσλ

f (x)(2e 3e ) f (́x)(e 3e 2)
Ηgείλαη παξαγσγίζηκεζην(0,ln 2)κεg (́x)

(f (x))

g(0) g(ln 2) 0

Από ην Θεώξεκα Rolleέρνπκεόηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλμ (0,ln 2) ηέηνηνώζηεg (́μ) 0

   


 

  

2μ μ 2μ μ
2μ μ 2μ μ

2

2μ μ 2μ μ

f (μ)(2e 3e ) f (́μ)(e 3e 2)
0 f (μ)(2e 3e ) f (́μ)(e 3e 2) 0

(f (μ))

f (μ)(2e 3e ) f (́μ)(e 3e 2) ,άηνπνιόγσηεοζρέζεο (1).

   
       

   

  

   Άξα    o oππάξρεη x 0,ln2 :f x 0   δειαδή ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ηέκλεη ηνλ άμνλα  

    x΄x ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε ηεηκεκέλε  0x 0,ln2 . 

 

γ) 
2x x 2x x (2)

2x x 2

f (́x)(e 3e 2) f (x)(2e 3e )
Γηαθάζε x (0,ln 2) έρνπκε : h (́x) 0

(e 3e 2)

   
   

 
     

    εh είλαη γλεζίσοθζίλνπζαζην(0,ln2),άξαείλαη 1 1.  
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3. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f x x εκx   θαη  g x ζπλx x 1, x     . 

α) Να κειεηήζεηε ηηο ζπλαξηήζεηο  f , g σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξείηε ην πξόζεκό  

     ηνπο. 

β) Να ιύζεηε  ηελ εμίζσζε 2x 1 ζπλx εκx   . 

γ) Να δείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δέρεηαη κνλαδηθή εθαπηνκέλε ζην δηάζηεκα  π,2π  πνπ  

    λα δηέξρεηαη από ην ζεκείν  Α 0,1 .  

δ) Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 

 x 0

g x
lim

f x
 . 

ε) Να δείμεηε όηη    ζπλ x 1 εκ x 1 εκx ζπλx      γηα θάζε  x 0,π 1   . 

ζη) Να δείμεηε όηη    
1

f x εθx x
2

   γηα θάζε 
π

x 0,
2

 
 
 

. 

δ) Έζησ ε ζπλάξηεζε      k x x f x , x 0,π   . 

   i. Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ άπεηξεο εθαπηνκέλεο ηεο 
fC κε αληίζεηεο θιίζεηο. 

  ii. Να απνδείμεηε όια ηα δεύγε ησλ εθαπηνκέλσλ κε αληίζεηε θιίζε ζρεκαηίδνπλ κε ηνλ άμνλα x΄x  

      ηζνζθειέο ηξίγσλν.  

ε) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε     2x g x x 4f x x 1     έρεη αθξηβώο κία ξίδα ζην δηάζηεκα  

    
π π

,
2 2

 
 
 

. 

Λύζε 

 

α) Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε  f x 1 ζπλx    . 

    Γηα θάζε x 2θπ, θ   είλαη  f x 0   θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  .  

   Η g είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε    g x εκx 1 εκx 1        . 

   Γηα θάζε 
3π

x 2θπ ,θ
2

    είλαη  g x 0   θαη επεηδή ε g είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  

   ζην .  

   Παξαηεξνύκε όηη    f 0 0 g 0   

   Γηα θάζε x 0  είλαη    f x f 0 0   θαη    g x g 0 0    

   Γηα θάζε x 0  είλαη    f x f 0 0   θαη    g x g 0 0   άξα    g x f x . 

 

β)    2x 1 ζπλx εκx x εκx ζπλx x 1 f x g x            

   Δίλαη    f x g x x 0    γηαηί γηα θάζε x 0  είλαη    f x 0 g x   θαη γηα θάζε x 0  είλαη  

      f x 0 g x  . 

 

γ) Έζησ   0 0M x ,f x  ζεκείν ηεο fC  κε  0x π,2π  . Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Μ είλαη ε επζεία ε κε  

   εμίζσζε:          0 0 0 0 0 0 0y f x f x x x y x εκx 1 ζπλx x x           

   Γηα λα δηέξρεηαη ε ε από ην ζεκείν Α πξέπεη: 

       0 0 0 0 01 x εκx 1 ζπλx x 1 x       0 0εκx x   0 0x ζπλx  0 0 01 εκx x ζπλx 0     

   Έζησ    h x 1 εκx xζπλx, x π,2π    . 

   Η h είλαη παξαγσγίζηκε ζην  π,2π  κε  h x ζπλx  ζπλx xεκx xεκx  . 

   Γηα θάζε  x π,2π  είλαη  εκx 0 h x 0    θαη επεηδή ε h είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  

   ζην  π,2π  .  

   Δίλαη    h π 1 εκπ πζπλπ 1 0 π 1 1 π 0,            
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   h 2π 1 εκ2π 2πζπλ2π 1 0 2π 1 2π 0,         δειαδή    h π h 2π 0  θαη επεηδή ε h είλαη  

   ζπλερήο, ιόγσ ηνπ Θ.Bolzano, ππάξρεη  0x π,2π  ηέηνην, ώζηε  0h x 0  . Δπεηδή ε h είλαη γλεζίσο    

   θζίλνπζα ζην  π,2π , ην 0x  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο  εμίζσζεο  h x 0  . 

 

δ) 
 

 
 

x 0 x 0 x 0 x 0

ζπλx 1
1g x ζπλx x 1 ζπλx 1 1xlim lim lim lim 1 1

εκx εκxf x x εκx x
1 1

x x

      

  
     

          
    

 

 

     γηαηί   
x 0

ζπλx 1
lim 0

x


  ,  

x 0

εκx
lim 1 0

x

 
  

 
 θαη 

 f xεκx x εκx
1 0

x x x


     

 

 

ε) Η f είλαη ζπλερήο ζην    x,x 1 , x 0,π 1    θαη παξαγσγίζηκε ζην  x,x 1  κε  f x 1 ζπλx    . 

    Σύκθσλα κε ην Θ.Μ.Τ. ππάξρεη  μ x,x 1   ηέηνην, ώζηε  

      
   f x 1 f x

f μ 1
x 1 x

 
  

 
ζπλμ x 1      εκ x 1 x εκx ζπλμ εκ x 1 εκx          

     Δίλαη 
 

 
ζπλx 0,π

x μ x 1 ζπλx ζπλμ ζπλ x 1       
2

    ζπλ x 1 εκ x 1 εκx ζπλx      

 

ζη)    
1

f x εθx x 2x 2εκx εθx x εθx 2εκx 3x 0
2

           

     Έζησ  B x 2εκx 3x εθx   , 
π

x 0,
2

 
 
 

 . Η Β είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
π

0,
2

 
 
 

 κε 

     
  23 2

2 2 2

ζπλx 1 2ζπλ x ζπλx 11 2ζπλ x 3ζπλ x 1
B x 2ζπλx 3

ζπλ x ζπλ x ζπλ x

   
         

      
   

2

2

ζπλx 1 2ζπλx 1
B x

ζπλ x

 
   . 

     Γηα θάζε 
π

x 0,
2

 
 
 

 είλαη  B x 0   θαη επεηδή ε Β είλαη ζπλερήο ζην x 0 , είλαη γλεζίσο αύμνπζα  

     ζην 
π

0,
2

 


 
 .Γηα θάζε    

Bπ
0 x B x B 0 2εκx 3x εθx 0

2
       

1

 . 

 

δ)      k x x f x x x εκx εκx, x 0,π       . 

   i. Αξθεί λα δείμνπκε όηη ππάξρνπλ άπεηξα δεύγε  1 2x ,x 0,π  ηέηνηα, ώζηε    1 2k x k x 0   . 

   Δίλαη  k x ζπλx  . Δπεηδή γηα θάζε 
π

x 0,
2

 
 
 

 είλαη  k x 0  , ελώ γηα  
π

x ,π
2

 
 
 

είλαη  k x 0  . 

    Αλ 1

π
0 x

2
   ηόηε 

2

π
x π

2
  . 

    Δίλαη      2 1 2 1 1 2 1k x k x ζπλx ζπλx ζπλ π x x π x            

    Άξα γηα θάζε 1

π
x 0,

2

 
 
 

 νη εθαπηνκέλεο ηεο 
kC ζην 

1x x θαη ζην 
1x π x  έρνπλ αληίζεηεο θιίζεηο. 

 

   ii. Έζησ σ ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε εθαπηνκέλε ηεο 
kC ζην 

1x κε ηνλ άμνλα x΄x θαη θ ε γσλία  πνπ  

       ζρεκαηίδεη ε εθαπηνκέλε ηεο 
kC ζην 

2 1x π x   
κε ηνλ άμνλα x΄x . 
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     Δίλαη  1k x εθσ   θαη  2k x εθθ   

     Έζησ όηη νη εθαπηνκέλεο ηέκλνληαη ζην Α. Δίλαη  

          2 1
ˆ ˆk x k x εθθ εθσ εθ 180 θ ΑΒΓ ΑΓΒ          ,  

     νπόηε ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο.  

 

 

ε)     x 1 2x g x x 4f x x 1 2x ζπλx x        1 x    4 x εκx  
 

    x 1 2xζπλx 2x 4x 4εκx 4εκx 2xζπλx x 1 0           

   Έζησ  
π π

θ x 4εκx 2xζπλx x 1, x ,
2 2

 
      

 
 . Δίλαη  θ x 2ζπλx 2xεκx 1,      θ x 2xζπλx  .  

   Γηα θάζε 
π

x ,0
2

 
  
 

 είλαη  
π

θ x 0 θ ,0
2

 
    

 
2   θαη γηα θάζε 

π
x 0,

2

 
 
 

 είλαη  

    
π

θ x 0 θ 0,
2

 
    

 
1  νπόηε ε θ  παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην 0. Γειαδή γηα θάζε 

π π
x ,

2 2

 
  
 

 είλαη  

    
π π

θ x 1 0 θ ,
2 2

 
     

 
1  . Δίλαη 

π π π π
θ 5 0, θ 3 0

2 2 2 2

   
          
   

 δειαδή 
π π

θ θ 0
2 2

   
    
   

  

   νπόηε ιόγσ ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano, ππάξρεη 0

π π
x ,

2 2

 
  
 

ηέηνην, ώζηε  0θ x 0  θαη αθνύ  

   
π π

θ ,
2 2

 
 
 

1 , ην 0x  είλαη κνλαδηθό. 

 

 

4. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x ln x  ,      x x 1 ln x xln x 1g   
 
θαη   β x x eln x   .  

α) Να βξείηε ηελ κνλνηνλία θαη ην πξόζεκν ηεο ζπλάξηεζεο β.  

β) Να απνδείμεηε όηη ε  g x 0  έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  2,e . 

γ)  Να βξείηε ην  
x
lim g x


 . 

δ) Να βξείηε ηελ κνλνηνλία ηεο  g x θαη  ην πξόζεκό ηεο.  

ε) Έζησ  Α x,ln x  θαη   x 1,ln x 1Β    δύν ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f κε 

x e . Να δείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΟΑΒ κε Ο(0,0) είλαη    
1

Δ x g x
2

  θαη λα βξείηε ηελ 

ειάρηζηε ηηκή ηνπ. 

Λύζε 

 

α) Δίλαη  
e x e

β x 1
x x


      νπόηε γηα  x e,   ε β γλεζίσο αύμνπζα θαη γηα  x 0,e  ε β είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα. Η β έρεη νιηθό ειάρηζην γηα x e , νπόηε  γηα θάζε x 0  είλαη    β x β e θαη ε 

ηζόηεηα ηζρύεη κόλνλ γηα x e . 

  

 β) Η g είλαη ζπλερήο ζην  2,e ,  g 2 3ln2 2ln3 ln8 ln9 0      θαη                                                  

         g e e 1 eln e 1 β e 1 β e 0         νπόηε από ΘΒ ε g έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην (2,e).    

 Άξα ππάξρεη  0x 2,e ώζηε  0g x 0 . 

 

γ) Δίλαη    
x 1 x

g x ln x ln x 1
x x 1


     


 θαη      
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 
x
lim g x


 =
x

x x 1 x
lim ln 0

x 1 x x 1

  
    

   
 γηαηί 

x ζ 1

x
lim ln limlnζ 0

x 1 

 
  

 
 όπνπ ζ=

x

x 1
 ,  

x x x

x 1 x
lim lim lim 1 1

x x  


    θαη 

x x x

x x
lim lim lim 1 1

x 1 x  
  


 

 

δ)

 

 
 

22

1 1 1 1
g x

x x x 1 x 1
    

 
=

 

2

22

x x 1
0

x x 1

  



,  άξα ε g΄ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 

Δπεηδή ε g΄ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  θαη ζπλερήο ζην  0, έρεη ζύλνιν ηηκώλ:                                                        

          
x x 0 x 0

g΄ 0, lim g x , lim g x 0, lim g x
   

     νπόηε  g x 0   ζπλεπώο ε g είλαη γλεζίσο  

αύμνπζα.  Γηα θάζε 0x x  είλαη  g x 0
 
θαη γηα  00 x x   είλαη  g x 0 . 

 

ε) Γηα x e  έρνπκε:   

 
1

E x det(OA,OB)
2

 =
 

x ln x1

x 1 ln x 12  
=    

1
x ln x 1 x 1 ln x

2
   =

 

            
     

1 1 1
g x g x g x

2 2 2
    γηαηί γηα θάζε 0x e x   είλαη  g x 0 . 

Δπεηδή ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα γηα θάζε x e  ε E είλαη γλεζίσο αύμνπζα θαη άξα ε ειάρηζηε  

ηηκή ηνπ εκβαδνύ είλαη      
1

Δ e  eln
2

e 1 e 1      . 

 

5. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x ln x 4x   . 

α) i) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

    ii) Να δείμεηε όηη 2 2 xx 4x ln x 4e    . 

β) i)   Να εμεηάζεηε ηηο f , f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

    ii)  Να δείμεηε όηη 
2 2 2 2β β lnα α α lnβ   γηα θάζε 

3

2e β α  . 

    iii) Να δείμεηε όηη e xx e γηα θάζε x 0. γηα θάζε x 0.      

γ) Να βξείηε ηηο εθαπηόκελεο ηεο  fC  , νη νπνίεο δηέξρνληαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ . 

δ) Nα δείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο 1f     ζην ζεκείν ηεο κε  

    ηεηκεκέλε -4 κε δεδνκέλν όηη ε 1f   είλαη  παξαγσγίζηκε. 

ε)   Να δείμεηε όηη 
 

x e

f ln x 4 4
lim

x e e


 


   

ζη) Να δείμεηε όηη ππάξρεη  0x 0,1 ηέηνην ώζηε  0f x 0 . 

δ)   Να δείμεηε όηη ε fC  δέρεηαη εθαπηνκέλε παξάιιειε ζηελ επζεία  δ: 
5 4e

y x
e 1





. 

ε)  Να δείμεηε όηη ππάξρνπλ  1 2 1 2x ,x 1,e κε x x   ηέηνηα, ώζηε    1 2

10 8e
f x f x

e 1


  


. 

ζ)  Αλ γηα ηελ παξαγσγίζηκε  ζπλάξηεζε  h : 1,2 
 
ηζρύεη  

       h x 1   γηα θάζε  x 1,2  ,  

       
 

 
2

x 1

ln x f x 2x
lim h 1

x 1

 
 


 θαη  

     
  
 

 
x

3 f x 4x 4ln x 5
lim h 2 1

f x 4x ln x 2

  
 

  
 ,  

λα δείμεηε όηη   h x x  ,  x 1,2  εθαξκόδνληαο ην ΘΜΤ γηα ηελ h ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  

   1,x , x,2 ,1 x 2  .  
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Λύζε 

 

α) i) Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  κε ηύπν  
2ln x 2ln x 4x

f x 4
x x


     . 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  g x 2ln x 4x,x 0    . 

Η g είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0, κε ηύπν  
2 2 4x

g x 4
x x


     . 

Έρνπκε  
x 0 1

g x 0 2 4x 0 x
2



         νπόηε ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 
1

0,
2

 
 
 

 ,γλεζίσο  

θζίλνπζα ζην 
1

,
2

 


 
 θαη παξνπζηάδεη κέγηζην ζην 

1

2
 ,ην 

1 1
g 2ln 4 2ln 2 4 0

2 2

 
      

 
 . 

Δπνκέλσο  
1

g x g 0
2

 
  

 
 άξα  f x 0   νπόηε ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  0, . 

 

ii) Γηα θάζε x 0  έρνπκε  2 2 x 2 x 2 2 x xx 4x ln x 4e x 4e ln x 4x ln e 4e f x            

      
f

x xf e f x e x x ln x    
]

 ηζρύεη αθνύ lnx x 1 x    . 

 

β) i) Η f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε  ζην   0, κε ηύπν  
 

2

2 1 ln x
f x .

x


   

Έρνπκε  
2x 0

f x 0 1 ln x 0 ln x 1 lne x e


          ,ε f είλαη ζπλερήο ζην  0,   νπόηε ε f   είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα  ζην  0,e   , γλεζίσο θζίλνπζα ζην   e,  θαη έρεη κέγηζην ζην  e ην  
2 4e

f e
e


   . 

Η f είλαη ηξεηο θνξέο παξαγσγίζηκε  ζην   0, κε ηύπν    3

3

4ln x 6
f x

x


  . 

Έρνπκε  
2 3 3x 0

(3) 2 2
3

f x 0 4ln x 6 0 ln x lne x e
2



         ,ε f είλαη ζπλερήο ζην  0,  νπόηε ε  

f    είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  ζην 
3

20,e
 
 
 

  , γλεζίσο αύμνπζα ζην  
3

2e ,
 


 

 θαη έρεη κέγηζην ζην  
3

2e  ην 

3

2
3 3

3
2 1

12
f e

e e

 
        

 
 . 

 

    ii) Έρνπκε:    2 2 2 2 2 2

2 2

1 lnα 1 lnβ
β β lnα α α lnβ β 1 lnα α 1 lnβ

α β

 
           

           

3

2f e ,

f α f β α β

 
 


 

   

<

 ηζρύεη. 

 

  iii) Η f   παξνπζηάδεη κέγηζην ζην e νπόηε  

          
2ln x

f x f e 4
x

   
2

4
e

 
2


ln x 2

x
 e x e xeln x x ln x lne x e

e
       

 

γ) Έζησ   0 0M x ,f x  ζεκείν ηεο fC  . Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Μ έρεη εμίζσζε:  

      2 0 0
0 0 0 0 0 0

0

2ln x 4x
y f x f x x x y ln x 4x x x

x


           
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20 0
0 0

0

2ln x 4x
y x ln x 2ln x .

x


     

Γηα λα δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ, αξθεί λα ππάξρεη 0x  γηα ην νπνίν λα ηζρύεη όηη:  

     2 2

0 0 0 0 0 0 0 00 ln x 2ln x lnx ln x 2 0 ln x 0 x 1 ή ln x 2 x e            . 

Γηα 0x 1  έρνπκε ηελ εθαπηνκέλε κε εμίζσζε y 4x   θαη γηα 
2

0x e  έρνπκε ηελ εθαπηνκέλε κε  

εμίζσζε 
2

2 2

4 4e 4
y x 4 x

e e

   
     

  
. 

  

δ) Η f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα άξα 1-1 νπόηε αληηζηξέθεηαη. Γλσξίδνπκε όηη   1f f x x  . 

 Η ζρέζε απνηειείηαη από παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο  νπόηε κε παξαγώγηζε θαηά κέιε έρνπκε :  

      1 1f f x f x 1     . 

Δίλαη    1f 1 4 f 4 1      . Γηα x 4   έρνπκε :  

                1 1 1 1f f 4 f 4 1 f 1 f 4 1 4 f 4 1                        1 1
f 4

4

     . 

νπόηε ε δεηνύκελε εμίζσζε εθαπηνκέλεο είλαη ε  

        1 1 1 1
y f 4 f 4 x 4 y x 4 1 y x

4 4

  
              .        

 

ε) Δίλαη 
   

x e x e

f ln x 4 f ln x 4 ln x 1
lim lim

x e ln x 1 x e 

   
  

   
  

Θέηνπκε ln x u . όηαλ x e  ηόηε u 1  θαη έρνπκε : 
     

 
x e u 1

f ln x 4 f u f 1
lim lim f 1

ln x 1 u 1 

 
 

 
. 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  g x ln x, x 0   . Δίλαη 
   

 
x e x e

g x g eln x 1 1
lim lim g e

x e x e e 


  

 
 

Οπόηε: 
   

 
x e x e

f ln x 4 f ln x 4 ln x 1 1 4
lim lim f 1

x e ln x 1 x e e e 

   
     

   
. 

 

ζη) Δίλαη    2

x 0 x 0
lim f x lim ln x 4x

  
    ,νπόηε ππάξρεη γ  πνιύ θνληά ζην 0 ηέηνην ώζηε  f γ 0 . 

Δπίζεο  f 1 4 0   . 

Η f είλαη ζπλερήο ζην  γ,1 ζαλ δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ ,    f γ f 1 0  , άξα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο 

ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano άξα ππάξρεη 0x (0,γ) (0,1)   ηέηνην ώζηε  0f x 0 . 

 

δ) Γηα ηελ f εθαξκόδεηαη ην Θ.Μ.Τ. ζην  1,e , νπόηε ππάξρεη  μ 1,e  ηέηνην, ώζηε    

 
   

δ

f e f 1 1 4e 4 5 4e
f μ ι

e 1 e 1 e 1

   
    

  
 , νπόηε ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην x μ  είλαη  

παξάιιειε ζηε δ. 

 

ε) Γηα ηελ f εθαξκόδεηαη ην Θ.Μ.Τ. ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 
1 e 1 e

1, θαη ,e
2 2

    
   
   

 , νπόηε ιόγσ  

 ηνπ Θ.Μ.Τ. ππάξρνπλ 1 2

1 e 1 e
x 1, θαη x ,e

2 2

    
    
   

 ηέηνηα, ώζηε  



                                                                                                                                         www.Askisopolis.gr 

15 

 

 1

1 e1 e 1 e
2 f 4f 4 f 4

22 2
f x

1 e e 1 e 1
1

2 2

      
       

         
  


 
 θαη  

 
 

2

e 1e 1 e 1
2 1 4e ff e f 1 4e f

22 2
f x

e 1 e 1 e 1
e

2 2

      
         

         
  



 

Δίλαη 

   1 2

1 e1 e e 1 2 f2 f 4 2 1 4e f
22 2

f x f x
e 1 e 1

        
                      

 

e 1
5 4e f

2

 
    

  10 8e

e 1 e 1

 
  

 


 
 . 

 

ζ) Γηα ηελ h εθαξκόδεηαη ην Θ.Μ.Τ. ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα      1,x θαη x,2 , x 1,2  , νπόηε ιόγσ  

ηνπ Θ.Μ.Τ. ππάξρνπλ    3 4x 1,x θαη x x,2   ηέηνηα, ώζηε  

 
     

3

h x h 1 h x 1
h x

x 1 x 1

 
  

   
 θαη  

     
4

h 2 h x 2 h x
h x

2 x 2 x

 
  

 
. 

Δίλαη  
 

     3

h x 1
h x 1 1 h x 1 x 1 h x x 1

x 1


         


 

θαη  
 

     4

2 h x
h x 1 1 2 h x 2 x h x x 2

2 x


         

  

Από ηηο (1), (2) πξνθύπηεη όηη  h x x  γηα θάζε  x 1,2  .  Δπίζεο : 

 2 2

x 1 x 1

ln x f x 2x ln x
lim lim

x 1 

 




2ln x

x 1

4x 2x 4x 2x
lim

x 1 x 1

  
 

 
   

  
 2

x 1 x 1

4x x 14x 4x
lim lim

x 1 4x 2x 

 


   x 1  
 

4
1 h 1

44x 2x


   


 νπόηε  h 1 1  θαη  

  
 

 
2 2 2u ln x

2 2 2x x x , u u
u

3 f x 4x 4ln x 5 3ln x 4ln x 5 3u 4u 5 3u
lim lim lim lim 3 h 2 1

f x 4x ln x 2 ln x ln x 2 u u 2 u



    


      
     

      
 

άξα  h 2 2 . 

Δπνκέλσο   h x x ,  x 1,2   . 

 

 

6. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
3

3

x,x 0
f x

x,x 0

 
 

  

  

α) Να εμεηάζεηε ηελ f σο πξνο ηελ  κνλνηνλία θαη λα δείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη. 

β) Να βξείηε ηελ αληίζηξνθε ηεο ζπλάξηεζεο f. 

           Αλ είλαη  1 3f x x   κε x  ηόηε: 

γ) Να βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο fC ζην 
1

x
3 3

  θαη αθνύ δείμεηε όηη έρεη εμίζσζε  
2

y x
3 3

   λα  

    δείμεηε όηη εθάπηεηαη θαη ζηελ 1f
C  . Σηε ζπλέρεηα λα εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ άιιεο θνηλέο  

    εθαπηνκέλεο. 

δ) Σεκείν  Μ x,y θηλείηαη πάσ ζηε ζπλάξηεζε    g x xf x   κε  x t 0   θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή  

    0t δηέξρεηαη από ην ζεκείν  (0,0). Να βξείηε ζε πνην ζεκείν ηεο gC  ε ηαρύηεηα απνκάθξπλζεο ηνπ Μ  

    από ηνλ x΄x  κεδελίδεηαη. 
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Λύζε 

 

α)   3

x 0 x 0
lim f x lim x 0

  
     θαη   3

x 0 x 0
lim f x lim x 0

  
  άξα    

x 0
limf x 0 f 0


  , νπόηε ε f είλαη  

    ζπλερήο ζην 0. 

Γηα x 0 είλαη   
1 2

3 3 3

3 2

1 1
f x ( x) (x ) x

3 3 x



       >0  

Γηα x 0 είλαη  
1 2

3 3 3

3 2

1 1
f x ( x) ( ( x) ) ( x)

3 3 x



            > 0  

Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 0 είλαη γλεζίσο αύμνπζα άξα 1-1 νπόηε αληηζηξέθεηαη. 

 

β) Γηα x [0, )  ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα νπόηε f ([0, )) [0, )   .  

Γηα x ( ,0)  ε  f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα νπόηε f (( ,0)) ( ,0)    

Θέηνπκε  f x y κε x 0 , y 0  θαη έρνπκε 3y x
3x y  . 

Θέηνπκε  f x y κε x 0 , y 0 θαη έρνπκε 3y x  
3x y  , δειαδή  1 3f x x  . 

         

γ) Γηα α 0  είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην   Α α,f α είλαη      y f α x f α α f α     κε  

 
3 2

1
f x

3 x
   

  Όκσο 3 3
1 1 1 1

f ( )
3 3 3 3 27 3

    θαη 

3

1 1
f ( ) 1

3 3 1
3

27

    άξα ε εθαπηνκέλε είλαη 

1 1
y x

3 3 3
  

2
y x

3 3
   . Γηα λα εθάπηεηαη ζηελ 1f

C   πξέπεη λα ππάξρεη α πξαγκαηηθόο ώζηε 

 

 

1

1

(f ) α 1

2
f α α

3 3





 



 


2

3

3α 1

2
α α

3 3

 


 
 


3

1
α

3

2
α α

3 3


 


 

  


 

 

Γηα 
1

α
3

   ε δεύηεξε ζρέζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη
1 1 2

3 3 3 3 3
     

1 1

3 3
   ηζρύεη νπόηε 

εθάπηεηαη ηεο 1f
C    

Γηα 
1

α
3

  είλαη 
1 1 2

3 3 3 3 3
  αδύλαην θαη απνξξίπηεηαη.  

Γηα α 0  είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην   Α α,f α  είλαη      y f α x f α α f α     θαη ε εθαπηνκέλε 

ηεο 1f
C  ζην   1Β β,f β

 , β  είλαη      1 1 1y (f ) β x (f ) β x (f ) β       .  

Γηα λα έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε πξέπεη  

 

1

1 1

f (α) (f ) (β)

f (α)α f (α) (f ) (β)β (f )(β)



 

  


     

2

3 2

2 33

3 2

1
3β

3 α

1
α α 3β .β β

3 α





 

    


2

3 2

3

3 2

1
3β

3 α

2α
2β

3 α





 

  
  
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2

3 2

33

1
3β

3 α

α 3β







 

8
β 0

33

1
β

81

α 3β







  

β 0

33

1
β

3

α 3β



 


  

β 0

1
β

3

1
α

3 3




 



 


άξα θνηλή εθαπηνκέλε είλαη ε 
2

y x
3 3

 

 

ιόγσ ηνπ όηη ε f, 1f   είλαη πεξηηηέο ζα είλαη θνηλή εθαπηνκέλε θαη ε ζπκκεηξηθή ηεο ε σο πξνο ηελ αξρή 

Ο ησλ αμόλσλ,  δειαδή 
2

y x
3 3

  . 

 

δ)    

4

3 3

4

3 3

x x x , x 0
g x xf x

x x ( x) ,x 0


 

  
    

 ηόηε  γηα x 0  είλαη   34
g x x

3
   θαη γηα  t > 0t ,  

3
4

g (t) x(t) x (t) 0
3

    απνξξίπηεηαη. Γηα x 0  είλαη   34
g x x

3
     θαη γηα   0  t < 0t , 

3
4

g (t) x(t) x (t) 0
3

      απνξξίπηεηαη. 

4

3
3

x 0 x 0 x 0

g(x) g(0) x
lim lim lim x 0

x x    


  , 

4

3
3

x 0 x 0 x 0

g(x) g(0) ( x)
lim lim lim x 0

x x    

 
    , ζπλεπώο g (0) 0  θαη 

γηα  t= 0t , 0g (t ) 0  . 

Σπλεπώο ε ηαρύηεηα απνκάθξπλζεο από ην x΄x κεδελίδεηαη ζην ζεκείν (0,0). 

 

 

7. Έζησ κεηαβιεηό ΑΒΓ ηξίγσλν εγγεγξακκέλν ζε εκηθύθιην 

δηακέηξνπ ΒΓ= 4. Αλ ΑΓ= x θαη ΑΓ ην ύςνο ηνπ, κε ηελ 

βνήζεηα ησλ νκνίσλ ηξηγώλσλ ΑΓΓ θαη ΑΒΓ λα δείμεηε όηη:  

α) ΓΓ=
2x

4
    

β) Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ ύςνπο ΑΓ σο πξνο ηελ      

   πιεπξά ΑΓ, όηαλ ε γσλία 
π

AΓΓ
3

 . 

γ) Nα δείμεηε όηη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  είλαη ηζνζθειέο  όηαλ ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ ύςνπο ΑΓ  

    σο πξνο ηελ πιεπξά ΑΓ κεδελίδεηαη.  

δ) Αλ  x x t
 
θαη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ  x t  είλαη  x t 2κ / sec  βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ  

   ύςνπο ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ x 1 κ.  

Λύζε 

 

α) Τα ηξίγσλα ΑΓΓ θαη ΑΒΓ είλαη νξζνγώληα κε ηελ γσλία Γ θνηλή άξα είλαη όκνηα νπόηε  

ΑΓ ΓΓ

ΒΓ ΑΓ


x ΓΓ

4 x
 

2x
ΓΓ

4
  .  

 

β) Από ην ππζαγόξεην ζεώξεκα ζην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΓΓ ηζρύεη όηη   

 
4

2 x
AΓ f x x

16
    

2 416x x

4


  κε  x 0,4 νπόηε δεηάκε ην  

 
df

f x
dx

 
3

2 4

1 32x 4x

4 2 16x x





2

2 4

1 4x(8 x )

4 2 16x x






2

2 4

x(8 x )

2 16x x





.  

Όηαλ όκσο ε γσλία Γ είλαη 
π

3
 ηόηε 

2x

π 4ζπλ
3 x


1 x

2 4
  x 2  θαη άξα  

1
f 2

3
  . 
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γ) Ο ξπζκόο κεηαβνιήο κεδελίδεηαη όηαλ   f x 0 
2

2 4

x(8 x )
0

2 16x x


 



x 0

x 2 2


   νπόηε ηόηε νη     

πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη ΑΓ x 2 2  , ΒΓ=4 θαη  ΑΒ= 16 8 2 2   δειαδή ην ηξίγσλν  

είλαη ηζνζθειέο. 

 

δ) Έζησ ς(t) 

2 416x (t) x (t)

4


 . Δίλαη   )ς (t

2

2 4

x(t)(8 x (t))
x (t)

2 16x (t) x (t)






2

2 4

x(t)(8 x (t))

16x (t) x (t)





, άξα  

0  )ς (t
2

0 0

2 4

0 0

x(t )(8 x (t )) 7

1516x (t ) x (t )


 


 

 

 

8. Έλα νξζνγώλην ηελ ρξνληθή ζηηγκή
ot 0  o oέρεηκήθε πιεπξώλ x x(t ) 5cm θαη   

 o oy y t 3cm,  από ηελ ρξνληθή ζηηγκή απηή θαηκεηάεπιεπξά x απμάλεηαηκεξπζκό 0,1cm / sec

θαη ε πιεπξά y απμάλεηαη κε ξπζκό 0,2 cm/sec. 

α) Να  βξείηε ηε πεξίκεηξν θαη ην εκβαδό ηνπ νξζνγσλίνπ σο ζπλάξηεζε ηνπ t. 

β) Πνηό ρξνληθό δηάζηεκα ε πιεπξά x(t) είλαη κεγαιύηεξε από ηελ πιεπξά  y t ; 

γ) Να βξείηε ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ην νξζνγώλην είλαη ηεηξάγσλν θαη λα ππνινγίζεηε ην  

    εκβαδό ηνπ ηεηξαγώλνπ. 

δ) Να ππνινγίζεηε σο ζπλάξηεζε ηνπ t ηελ αθηίλα ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ νξζνγσλίνπ θαη  

    ζηε ζπλέρεηα λα βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξζνγσλίνπ ηελ ρξνληθή ζηηγκή πνπ  

    απηό είλαη ηεηξάγσλν. 

Λύζε 

 

α) Γηα t 0  έρνπκε όηη x(t) 5 0,1 t θαη y(t) 3 0,2 t ,νπόηεεπεξίκεηξνο είλαη       

     

 

2

2

Π(t) 2x(t) 2y(t) Π(t) 2(5 0,1t) 2(3 0,2t) Π(t) 16 0,6t θαη ηνΔκβαδόλ

είλαη  E t x(t)y(t) E t (5 0,1t)(3 0,2t) E t 15 t 0,3t 0,02t

E t 0,02t 1,3t 15

         

          

  

 

 

β) Γηα t 0 έρνπκε : x(t) y(t) 5 0,1t 3 0,2t 0,1t 2 t 20           
Άξα ην ρξνληθό δηάζηεκα ζην νπνί ν ε πιεπξά  x(t) είλαη κεγαιύηεξε από ηελ πιεπξά y(t)   

είλαη ην [0,20)  
.
 

 

γ) Τν νξζνγώλην είλαη ηεηξάγσλν όηαλ x(t) y(t) 5 0,1 t 3 0,2 t 0,1 t 2           t 20  . 

Οπόηε ηελ ρξνληθή ζηηγκή 
1t 20sec  ην νξζνγώλην είλαη ηεηξάγσλν θαη ην εκβαδόλ ηνπ ηεηξαγώλνπ  

είλαη   2

1 1 1E t 0,02t 1,3t 15       2E 20 0,02 20 1,3 20 15          

    2E 20 8 26 15 E 20 49 cm    
 

2
ος

 ηρόπος:  
2 2 2

1 1 1 1x(t ) y(t ) x(20) y(20) 7cmθαη Δ(t ) x (t ) 7 49 cm        

 

δ) Αλ δ(t) ε δηάκεηξνο ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ νξζνγσλίνπ ηόηε από ην Ππζαγόξεην Θεώξεκα  

έρνπκε: 
2 2 2 2 2δ (t) x (t) y (t) δ(t) x (t) y (t)       

2 2δ(t) (5 0,1 t ) (3 0,2 t)        

2 2 2δ(t) 25 t 0,01t 9 1,2t 0,04t δ(t) 0,05t 2,2t 34           

νπόηε 
20,05t 2,2t 34

ξ(t)
2

 
  θαη     
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2
2 20,05t 2,2t 34

E(t) π ξ (t) E(t) π ( )
2

 
     

20,05t 2,2t 34
E(t) π .

4

 
   

Άξα 1
1

0,1t 2,20,1t 2,2
E (́t) π E (́t ) π

4 4


       

20,1 20 2,2 4,2
E (́20) π E (́20) π E (́20) 1,05π cm / sec

4 4

 
        

 

 

9. Γύν δηάδξνκνη πιάηνπο 1m ηέκλνληαη θάζεηα.  

Θέινπκε λα κεηαθέξνπκε κία ζθάια ΑΒ από ηελ κία κεξηά ηνπ  

δηαδξόκνπ ζηελ άιιε, κε ηελ ζθάια λα ζρεκαηίδεη κε ηα επζύγξακκα  

ηκήκαηα ΟΔ θαη ΒΓ γσλία 0,
2

 
 

 
 , όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα α.  

(Υπνζέηνπκε όηη ην πάρνο ηεο ζθάιαο είλαη ακειεηέν). 

    i) Να εθθξάζεηε ηα ΟΑ θαη ΟΒ ζπλαξηήζεη ηεο γσλίαο 
π

ζ 0,
2

 
 
 

 θαη  

        ζηε ζπλέρεηα λα δείμεηε όηη    
1 1

f ΑΒ , 0,
εκζ ζπλζ 2

 
     

 
. 

ii) Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f έρεη κνλαδηθό θξίζηκν ζεκείν. 

iii) Να βξείηε ην κεγαιύηεξν δπλαηό κήθνο ηεο ζθάιαο ΑΒ, ώζηε λα κπνξεί λα κεηαθεξζεί θαη λα  

     ζηξίςεη ζηελ γσλία ηνπ δηαδξόκνπ όπσο ζην ζρήκα α. 

iv) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2 2

π
f ζ 2 2

4
g ζ ,ζ A

1 ζ ζπλ ζ

 
  

 
 

 
.  

Να δείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g δελ ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x. 

Λύζε 

 

i) Από ηα νξζνγώληα ηξίγσλα ΟΑΔ θαη ΟΓΒ έρνπκε: 

 

   
 

ΟΔ 1 1
ζπλζ ΟΑ

ΟΑ ΟΑ ζπλζ
      θαη  

 

   
 

ΟΓ 1 1
εκζ ΟΒ

ΟΒ ΟΒ εκζ
     

Δίλαη        
1 1 π

f ζ ΑΒ ΟΑ ΟΒ ,ζ 0,
εκζ ζπλζ 2

 
      

 
. 

  ii) Η ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε κε παξάγσγν: 

  
3 3

2 2 2 2

ζπλζ εκζ εκ ζ ζπλ ζ π
f ζ ,ζ 0,

εκ ζ ζπλ ζ εκ ζ ζπλ ζ 2

   
     

  
 

Τα κνλαδηθά πηζαλά θξίζηκα ζεκεία ηεο f είλαη νη ξίδεο ηεο παξαγώγνπ ηεο. 

 
3 3

3 3 3 3

2 2

εκ ζ ζπλ ζ
f ζ 0 0 εκ ζ ζπλ ζ 0 εκ ζ ζπλ ζ

εκ ζ ζπλ ζ


         



π
ζ 0,

2 π
εκζ ζπλζ εθζ 1 ζ

4

 
 
 

      

Άξα ην κνλαδηθό θξίζηκν ζεκείν ηεο f είλαη ην 
π π π

Κ ,f Κ ,2 2
4 4 4

    
    

    
. 

 

iii) Έζησ ε ζπλάξηεζε   3 3 π
λ ζ εκ ζ ζπλ ζ,ζ 0,

2

 
   

 
, ε νπνία είλαη ζπλερήο θαη από ην πξνεγνύκελν      

εξώηεκα έρεη κνλαδηθή ξίδα ηελ 
π

ζ
4

 , νπόηε ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 
π

0,
4

 
 
 

 θαη 
π π

,
4 2

 
 
 

 ε λ  

δηαηεξεί πξόζεκν. 
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3 3 33
π 1 3 1 3 1 3

λ 0
6 2 2 8 8 8

     
                

 άξα ζην 
π

0,
4

 
 
 

 έρνπκε  λ ζ 0 . 

3 3 33
π 3 1 3 1 3 1

λ 0
3 2 2 8 8 8

     
              

 άξα ζην 
π π

,
4 2

 
 
 

 έρνπκε  λ ζ 0 . 

Δπίζεο ηζρύεη όηη 
2 2εκ ζ ζπλ ζ 0   ζην 

π
0,

2

 
 
 

. Άξα αθνύ  
 

2 2

λ ζ π
f ζ ,ζ 0,

εκ ζ ζπλ ζ 2

 
   

  
 ηζρύεη όηη  

ζην 
π

0,
4

 
 
 

  είλαη  f ζ 0   θαη ζην 
π π

,
4 2

 
 
 

 είλαη  f ζ 0  . 

Άξα αθνύ ε f είλαη ζπλερήο ζην 
π

ζ
4

  ηόηε 
π

f 0,
4

 
 
 

2  θαη 
π π

f ,
4 2

 


 
1  νπόηε ε f παξνπζηάδεη νιηθό       

ειάρηζην ζην 
π

ζ
4

  ην 
π π π

Κ ,f Κ ,2 2
4 4 4

    
    

    
. 

Δπνκέλσο ην ειάρηζην κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ είλαη 2 2  m, άξα ην κέγηζην κήθνο ηεο  

ζθάιαο ώζηε λα κπνξεί λα πεξάζεη είλαη 2 2  m. 

 

iv)  
2 2

π
f ζ 2 2

4
g ζ ,ζ A

1 ζ ζπλ ζ

 
  

 
 

 
. Γηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο g πξέπεη: 

2 2 2 2 2 2

π π π π π π π π
ζ 0, ζ , ζ , ζ ,

4 2 4 4 4 4 4 4

θαη θαη θαη θαη

εκζ ζ1 ζ ζπλ ζ 0 1 ζ ζπλ ζ 0 εκ ζ ζ

   
   
      

      
 

    



  
              

       


   

 
 

     





 

π π
ζ ,

4 4

θαη

ζ 0

 
 






 















 . 

(Ιζρύεη εκζ ζ  γηα θάζε ζ  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλνλ γηα ζ 0 .) Άξα 
π π

Α ,0 0,
4 4

   
     
   

. 

Από ην πξνεγνύκελν εξώηεκα αθνύ ε f έρεη νιηθό ειάρηζην ην 2 2  νπόηε  f 2 2   γηα θάζε  

0,
2

 
 

 
 κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλνλ γηα 

4


  . 

Τν 0, ,
4 4 4 2

      
      

   
 άξα f 2 2

4

 
   
 

  νπόηε  f 2 2 0 g 0
4

 
       
 

 

άξα ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε δελ ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x. 

 

 

10. Γίλεηαη ηξεηο θνξέο  παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f :  . Αλ κία επζεία ε εθάπηεηαη ηεο γξαθηθήο          

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζηα ζεκεία ηεο      Α α,f α , Β β,f β κε α β  ,λα δείμεηε όηη ππάξρεη  

έλαο ηνπιάρηζηνλ αξηζκόο μ ηέηνηνο ώζηε    3
f μ 0 . 

Λύζε 

 

Η f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζην σο πνιπσλπκηθή. 

Σύκθσλα κε ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο γηα ηελ f ζην  α,β  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  0x α,β ηέηνην, 

ώζηε   
   

0 ε

f β f α
f ΄ x ι

β α


 


. 

Δπεηδή ε ε εθάπηεηαη ηεο fC  ζηα ζεκεία Α θαη Β, είλαη     εf ΄ α f ΄ β ι  . 
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Οπόηε      0 εf ΄ α f ΄ x f ΄ β ι   θαη από ην Θεώξεκα Rolle γηα ηελ f ΄ ζην 

           0 0 1 0 2 0 1 2α,x θαη ζην x ,β ππάξρνπλ x α,x θαη x x ,β ηέηνηα ώζηε f ΄́ x f ΄́ x 0    . 

Τειηθά  από ην Θεώξεκα Rolle γηα ηελ f   ζην  1 2x ,x  ππάξρεη      3

1 2μ x ,x ηέηνην ώζηε f μ 0  . 

 

 

11. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f ,g :  . Η f είλαη παξαγσγίζηκε θαη εθάπηεηαη ηεο επζείαο y x ζηελ  

αξρή ησλ αμόλσλ . Αλ    g x f x αx , α   , λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α. 

Λύζε 

 

Έρνπκε    f 0 0 θαη f ΄ 0 1  . 

Δπεηδή ην πεδίν νξηζκνύ ηεο g είλαη ην   ηζρύεη  f x αx 0 γηα θάζε x  

      0  αΘε xσξν h x f x , x θύκ η h 0ε α   

 

   άξα h x h 0 γηα θάζε x .   

     

   

ε h παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην 0 θαη

ε h είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0 κε h΄ x f ΄ x α ,γηα θάζε x

Άξα ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα Fermat h΄ 0 0 f ΄ 0 α 0 α 1.



   

     

 

 

 

12. Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε g :   κε  
1

g μ 1 ,μ ,1
2

 
  

 
 θαη    g 1 g 0 2   . Να 

απνδείμεηε όηη ε g δελ είλαη ζπλάξηεζε 1-1. 

Λύζε 

 

α΄ ηρόπος: Έρνπκε  g μ 1  θαη    
   g 1 g 0

g 1 g 0 2 1
2

 
      

Γηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 

Αλ    g 1 g 0   ηόηε πξνθαλώο ε g δελ είλαη 1-1. 

Αλ    g 1 g 0  ηόηε πξνθύπηεη:  
   

     
g 1 g 0

g 1 g 0 g 1 1 g 0
2

 
         Καη αθνύ ε g είλαη 

ζπλερήο από ΘΔΤ ππάξρεη  xo 1,0  ηέηνην ώζηε    g xo 1 g μ  άξα ηόηε ε g δελ είλαη 1-1. 

Οκνίσο αλ    g 1 g 0   πξνθύπηεη κε ΘΔΤ πάιη ην ίδην. 

Άξα ζε θάζε πεξίπησζε ε g δελ είλαη 1-1. 

β΄ ηρόπος: Δπεηδή ε g είλαη ζπλερήο ζην  1,0 ηόηε από ΘΜΔΤ ε g έρεη κέγηζηε ηηκή Μ θαη ειάρηζηε 

ηηκή m ζην δηάζηεκα απηό θαη από ΘΔΤ ην  m,M  είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζην δηάζηεκα απηό. 

Έρνπκε: 

  m g 1 M    

   m g 0 M    

      2m g 1 g 0 2M 2m 2 2M m 1 M m g μ M              

Άξα ην  g μ αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο g ζην  1,0 άξα ππάξρεη  0x 1,0  ηέηνην ώζηε 

   g xo 1 g μ  κε 0μ x  άξα ε g δελ είλαη 1-1. 
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13. Έλα θηλεηό  θηλείηαη επζύγξακκα θαηά ηε ζεηηθή θνξά κε ζπλάξηεζε ζέζεο x(t).  Γίλεηαη όηη ν 

ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηαρύηεηαο σο πξνο ηελ ζπλάξηεζε ζέζεο  είλαη 4sec
-1

 .  Να βξείηε ηελ 

επηηάρπλζε θηλεηνύ ηε ζηηγκή πνπ ε ηαρύηεηά ηνπ είλαη 5m/sec. 

Λύζε 

 

Ιζρύεη όηη 
1du

4sec
dx

 .   Η επηηάρπλζε ηνπ θηλεηνύ είλαη  
du du dx

α t
dt dx dt

   = 4u(t) 

Άξα ε επηηάρπλζε ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ε ηαρύηεηα είλαη 5 είλαη 0a(t ) 4 5 20   2
m

sec
 

 

 

 

 

 

 


